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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Consideram mulimile A={xe RIx’+(a—1)-x—a=0}si
B={xe R|a~x2—(2a+l)-x+a+1:0} ,ae R".

a) Aratati ca 1 apartine multimilor A si B.
b) Determinati multimile A si B.
¢) Sa se determine valoarea lui a stiindca AUBCZ.

Solutie.
Q) VETITICATE 1€ A .ottt ettt ettt e st e s bte e s ateesabteesabeeebbeasasaesnnneesaseas 1p
| > USRS Ip
D) S€ OBHNE A ={1,70] couvuiiiiecieicieii e Ip
B= {1, a H} ................................................................................................................................... Ip
a
. . . . a+l
C)DINn AUBCZ ,1€ZUIA CA AE Zi ST ———€ Ziueeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e ete e ee et a e 1p
a
FINAZATE @€ { 1,1} corueiiieiiiiiciecee e e 2p

2. Se considera functia f:R - R, f(x) :—%+2x , precum si numerele u=a’>—-2a+3 si

v=1+2a-a’,unde ac R.
a) Reprezentati graficul functiei f.

b) Demonstrati cd v<2<u,(V)aeR.

¢) Demonstrati ci f)+ £ (v) Sf(u;v),(V)ae R.

2
Solutie.
a) Reprezentarea corectd a graficului ...coooiiiiiiiiii e Ip
b) Se verificd V<25 (@—1)" 20, QEVAAL ..ooovvv.oooooeeeeeeee oo 1p
U226 (a=1)" 20, QAEVATAL oooovvooeoeoeeeeeee oo 1p
¢) Deoarece —%<03 f(x)L2, (‘v’)xe R e Ip

Deducem CA f(U) 2, F(V) S 2 ittt sttt e etve e ee v e e s tre e e tbe e s s b e esbaesstteesabeeessbeesssaeennnens 1p



Rezulta ca w ettt st st et e sttt a et saae s Ip
Dar u;v=2, deci f(u);rf(v)s [u;vj,(V)ae]R ............................................................... Ip

3. Un triunghi are un unghi obtuz iar lungimile laturilor sunt numere naturale in progresie
aritmetica cu ratia 2. Determinati perimetrul triunghiului.

Solutie.

Fie AABC AB=a, AC=0a+42 §1 BC=G+4 oottt 1p

Deducem €8 M(KA) > 90" ..ot Ip

Folosind teorema cosinusului BC* = AB> + AC* —2-AB-AC -COS(KLA)  woeveveeeeereeeeerrerean, Ip
2 —_— —_—

Obtinem cos(£A) L T et 1p
2a(a+2)

Din m(£A)>90 = c08(£A) <0 =>a" =40 =12 <0 ocovoriiiiciiieeceeceeeee e 1p

Se obtine a€ (=2,6) VN ={1,2,3,4,5} ettt Ip

Convin numai a € {3, 4,5}, deci perimetrul poate fi 15, 18 sau 21 ....cccecoivviiiiiniiiniieecieeeieeee Ip

4. Pentru a termina o lucrare, 5 muncitori au nevoie de 20 de zile. Ei lucreaza la lucrare un numar
de n zile, 5<n <11, dupa care un muncitor pleaca la o alta lucrare. In céte zile vor termina
lucrarea cei 4 muncitori ramagi?

Solutie.
. < A
Un muncitor executa intr-o zi 100 din TUCTAIE ...oooiiiiiiieii e 1p
N : : o no ..
In n zile, toti muncitorii vor executa 20 din TUCTAre ...oooviiiiiiiiiie e Ip
< A 20—n .
Ramane de executat Ain TUCTAIE  ..eeiiiiiiiie ettt st s Ip

Fie x - numarul de zile necesare terminarii lucrarii de catre cei 4 muncitori.

Ei vor executa Ax AN JUCTATE ..ottt ettt s Ip
100
Deciﬂzzo_n:xzmzﬁ—s—n ................................................................................. Ip
100 20 4 4
Deducem ca %e N = n:4, de unde nuMai N=8 CONVINE .......oceevevverierieeriierieerieree et Ip

FINAliZare X = 15 ZI1&  ..oouiiiiiii ettt ettt st st Ip
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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. Se considerd multimea M = {Z € (C|| 7 l}

. I . ~3 . o . o . ,
a) Demonstrati cd z, = _Eﬂ N §1 z, =cost—i-sint apartin multimii M , oricare ar fi re R.

b) Demonstrati ca pentru orice z,,z,€ M siprodusul z,-z,e M .

c¢) Stabilifi valoarea de adevar a propozitiei “ Daca z,-z,€ M §i z,€ M, atunci z,e M ”

Solutie.
a) Deoarecel z; I=1 i 1z, I=1, rezultd €A 7,,2, € M cvoviiviiiiiiiiiiicccccc 2p

b) Dacaz,z,e M, atunci | z, I<1 sil z, I<1.
Folosind proprietatile modulului |z, -z, Hl z, |1z, IS1, deci z,-2, € M cocvvvievviiiiii 3p

o < R o 1 .
c) Propozitia este falsa. Un contraexemplu il poate constitui numerele complexe z,,z, cu |z, |= 9 si

. 1 . .
lz,I=3. Inacestcaz |z, -z, I=§S1,de01 2 €M zeMdar 2y & M i 2p

2. Se considera dreptele (d,,): y=m- x+\3-m, meR
a) Pentru m = 1, determinati coordonatele simetricului punctului 0(0,0) fatd de dreapta (d, ).
b) Demonstrati ca dreptele (d,,) trec printr-un punct fix.
c)Dacd mne R,m#n, OP Ld, , OQ Ld,, si se demonstreze cd PQ <4.

Solutie.

a)(d):y= x++3-1.Fie A(a,b) simetricul originii. Atunci OA L d, & b_ L Ip
a

Mijlocul segmentului [OA]€ (d,) & g = %-i-\/g L e Ip

Se obtine a = 1—\/§,b =3 —1, deci punctul ciutat este A(l—\/g,\/g—l) ................................... 1p

b) (dm):m(x—l)—y+\/§:0,(V)me R rezulti ci x—1=0si—y+~/3=0, deciF(l,\/g) este

PUNCEUL FIX CAULAL ..ottt ettt e e et e et e et et e st e e ee e st e seeeeseeenseenseenneens 2p

¢) Daca F este punctul fix , atunci Fed, ,Fed  m#n

AtNCi OP SOF =2,00 S OF =2 ..ottt Ip

Folosind inegalitatea triunghiulard PO < OP+OQ K4 ..ottt 1p



3. Se considerd multimea M, ={1,2,3,...,n}
a) Determinati valoarea lui n stiind cd multimea M, are 21 de submultimi nevide cu cel mult

doua elemente.
b) Pentru n = 6, determinati numarul perechilor (A,B) formate din multimi aviand doua

elemente in comun si AUB=M,.

Solutie.

a) Numadrul submultimilor cu 1 un element este egal Cuz  ..ooccvviiiiiiiiiiiieeeeeee e, Ip
Numirul submultimilor cu 2 elemente este egal cu C, = n(nT—l) ........................................... 1p

. : n(n—1) .

Din relatia n+ =21,S€ 0DtNG 71 =0 .eooviiiiiieiieiieccceeece e Ip
b) Elementele comune pot fi alese in C; =15 MOQUIT ...voureueenrerieeieneiserieessseeeese e 2p
Fiecare dintre celelalte 4 elemente ale reuniunii poate fi distribuit in 2 moduri (sauin A, sauinB)
........................................................................................................................................................... Ip
Conform regulii produsului , vor exista 15-2* =240 Perechi( A, B) oo Ip

4. fintr-o colonie formati din n = 2016 bacterii intrd un virus. In primul minut el omoara doua
bacterii , apoi se divizeaza 1n doi noi virusi si concomitent fiecare dintre bacteriile ramase se
divizeaza de asemenea in alte doud bacterii. In minutul urmitor cei doi virusi omoara céte doui
bacterii, apoi cei doi virusi si toate bacteriile ramase se divizeaza din nou in doud, si asa mai
departe. Dupa cat timp Intreaga colonie de bacterii va fi omoratd?( in ore $i minute)

Solutie.

La momentul 7, =0 avem un virus s§in=2016bacterii ..........cccecrviiiiniiniiiiniiiiiiiicic, Ip
La momentul 7, =1 avem 2 virugi $i 2(71—2)DACETIT ....vvevivrrrirrireriierreiriereeeicieeeeeseseeeneeeeene 1p
La momentul 7, =2 avem 2’ virugi §i 2° (71— 4)DACETIT «ovuvvrerererrieireeineeseieie e 1p
La momentul 7, =3 avem 2’virusi $i 2° (71=6) DACIETIT ..uvvuvvrivreereeriereireieieciseeseee e Ip
La momentul 7, =k avem 2 virusi §i 2 (71— 2k ) DACIETIT .vvvrrvrerereiereiiieieceeeesccie e Ip
Deoarece n = 2016 impunem conditia ca 2016 - 2k = 0, de unde k = 1008 minute ....................... 1p

AL A

Asadar intreaga colonie va fi omoratad Tn 16 ore $i 48 de minute .........ccoccevveeiienienireiieeeeee, 1p
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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XI-A

1. Se considerd f:R >R, f(x)=¢"" +x+cosx

a) Sa se studieze monotonia lui f.
b) Sa se arate ca f este bijectiva.

¢) Calculati liml_rll—x
= f(x)
Solutie.
a) f'(x)=2-€+1-sinx>0,Vxe R decifeste StriCt CTESCALOATE ...o.vrvvnerniereierireeeiseeeneens Ip
b) f strict crescatoare, rezultd f functie INJECHIVA .......ccoeiieiiiieeieeee et Ip
lim f(x) =lim(e** + x+cosx) = oo, lim f(x)=—oo, fcontinud pe R = f functie surjectiva ........ 2p
2y
¢) lim l_rllx =1im1n(e +y+cosy)= ........................................................................................ 1p
e e y
2y +In(l+-2+ )
lim € oo rer s et e R oo R s r bR ere Ao e R e e e a s b nenes Ip
y—oo y
lim[2+ - In(1 + Tt TEINZ 0 e Ip
oy e e
2. Se considerd functia f:(0,00) > R, f(x)= xJx —=3In+/x.
a) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei In punctul de abscisd xo = 4.
b) Sa se demonstreze ca x\/; > 3ln\/; +1,Vx>0.
c¢) Demonstrati ca Wi+22+ . 4 mn >1+3In%/n!, Vne N".
n
Solutie.
) 3
3 2 _
a) Avem  f'(x)= B G, Ip
2 2x



D) F (1) S0 0 X1 i
X 0 1 o)
X | - - - - - e - O+++++++++++ +

f (X) m /
T

Deoarece f(x) 21, (V)xe R’ rezulti ci xx > 3In/x +1 , Vx>0

c¢) Folosind succesiv inegalitatea de la b) obtinem:

1J1 > 3In4/1 +1
242 > 3In/2 +1
343 > 33 +1

nvn 2 3ln\/;+1

Prin adunare: 1ﬁ+2\/§+3\/§ +..+ n\/; 23ln\/a+n

W1+2V2 433 +..+nn >3+, (V)
n

3. a) Dacdi Ae M, (R) cu det(A) =504, si se determine det(2-A).
b) Dacd Ae M, (R) , det(A) # 0, sa se demonstreze ca det(A* ) =det(A);

* . - . . - . - . .
A - reprezintd matricea adjunctd asociatd matricei A.

. (41
c) Dacd Ae M, (R),det(A)#0 §i A" = [2 J , sa se determine matricea A..

Solutie.
a) Deoarece Ae M, (R) va rezulta ca det(2-A) = 2? cdet(A) =2016 .o,
b) Deoarece det(A) #0 rezultd @ A" =det(A): A7 oo
. 1
inand cont ci det(A™) = = det(A") =[det(A)T - S 1S7 07 J
! (A= (47)=[det(4)] det(A) (4)
¢) Folosind punctul anterior deducem ca det (A*) =det(A) =2 e
, 1
Atunci A™' = e
1
1 -
2



4. O firma de deszapezire are la dispozitie echipele A, B, C pentru a interveni la o urgenta.
Analizand situatia s-a constatat ca echipele A si B ar remedia situatia in 12 ore, echipele B si C
ar remedia situatia in 15 ore , iar echipele A si C remedia situatia Tn 20 de ore .
a) In céte ore ar remedia situatia cele trei echipe lucrind impreuni ?
b) Daca numai o echipa poate fi repartizata acestei lucrdri, care este timpul minim in care va fi

remediata situatia?

Solutie.
a) Notam cu x, y, z numarul de ore necesare echipelor A, B, respectiv C pentru a termina lucrarea,
TUCTANA SIN@UIE ..eeiiieiiiiie ettt et ettt ettt et e s bt e sbtesa e et e bt e sae e st e e bt e sbeesbaeeaee Ip
R 1
Intr-o ord echipa A executd — din lucrare, echipa B executa 1 din lucrare , iar echipa C executd —
X y b4
QN TUCTATE ettt et e b e st e et esab et e bt e e s bt e e it eesabeeesabeeebee s Ip
11
12 (— +—|=1
Xy
: 1 1
Putem obfIne 15 — = | =1 oo s Ip
y z
20 (l +l =1
X Z

Din sistemul anterior se obtine l+l +l = i <10 l +l+l =1, deci cele trei echipe lucrand
x vy z 1 X y z

impreunad ar remedia urgenta T 10 OTE .....coceiiiiiiiiiiiiiieiie ettt et 2p

b) Din relatiile anterioare se obtine ca x =30, y =20,z =60, deci timpul minim in care va fi
remediatd urgenta de catre o singurd echipa este de 20 de ore , cand este trimisa echipa B ........... 2p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. Se considerd polinomul f =2X’-5X*+aX -4 , fe C[X] curadacinile x,,x,,x,€ C .
a) Aratati ca 2X —1/ f daca si numai dacd a =10.

b) Dacd a =10 descompuneti in factori ireductibili polinomul f .

3 3 3
C < A X TX, EX 127
c¢) Determinati numarul real a astfel incit ————3 = ———

XX, X, 16
Solutie
a)2X-l/fef 1 —0<:>2‘l— -l+a-l—4—0<:>a—10 1
5 3 1 57402 a=10 p
b) f=2X-5X’+10X —4=02X -1)(X*=2X +4)= 2X =X —1=i3)(X =1+iv/3) woe..... 2p
¢) Scriem relatiile lui Viete si se inlocuiesc valorile n expresia data.
5 a 173-30a
)C13+)C23+)C33:5(312—252)—5S1+6:T ....................................................................... 2p
173-30a
X +x+x, g
X, XX, 2
Se obtine ecuatia in necunoscuta a : % = el =10 i, 2p

2. Se considera inelul matricelor (M 5 (Z3),+,-) si submultimea
G=la=| 0 b Nlgeiaz0 abiez,lem 2,
¢ a+¢é
unde (Z 5+ ) este corpul claselor de resturi modulo 3.

a) Aratati ca pentru oricare doud matrice X,YeG= X YeG.
b) Determinati elementele multimii G .
¢) Aratati cd (G,-)este grup. Este grupul (G, -) comutativ? Justificati raspunsul.

Solutie

a+b b Xty Y
a) X=| ], Y= Ay AyA
c a+c z x+z

X.YeG=det X #0,detY #0.



oy a+(ap+br+by+bz)  ay+bi+by+b2
AT+ CR+EY+ 2 ax+ (a5 +EX+ 89 +¢2)

det(XY)=det X -detY # 0 (2). Din (1) si (2) rezultd multimea G este parte stabild a lui M ,(Z,)in

) (1 0)(2 1)(0 2

Pentru det(A)=1seobtin: | || . . [.|. .|
0 1){2 0)\1 2
i

R (1 2)(2 0)(0 1 0)(2 1)(0 2
Pentru det(A)=2seobtin: | . [,| . .|| . Jo Ll bl e ol e Ip
0 2/(2 1 1 0){1 2)10 1/{2 O

¢) Notind elementele lui G se intocmeste tabla operatiei si se deduce faptul ca este bine structuratd

(fiecare element apare odata si numai odata pe fiecare linie si coloana).

Din tabla operatiei se deduce faptul ca legea este necOMUIALIVA ...........coeooveeeveeeniiriiiiiiiieeeeene Ip
-1

3. Se considerd functia continud f:[-2,-1] —[-4,-3], astfel incat f ) fi(x)dx==. Sa se

demonstreze ca:

a) [ f(x)+4]-[f(x)+3]<0.(V)xe[-2.-1].
b) %Jfgsfz(x)+7-f(x)s—12,(‘v’)xe [-2,1].

¢) 28 [ f (x)dxe[-52.-51].

Solutie:

a) Deoarece f(x)=—4si f(x)<-3,(V)xe[-2,-1] varezulta cd
[F(x2)+4]-[ £ (2)43]SO0(V)XE [<2, 1] oot 2p
b) Din inegalitatea de mai sus , rezultd f°(x)+7- f (x) <=12,(V)x€[-2,=1] corvrrrrrrnrrrirrarnnne. 1p

Din relatia [f(x)+%j >0= —?S FA(x)+7-f(x).(V)xe[-2,-1]

Asadar %‘93 FH) 4T £ (1) S 12, (7) XE [22m1] et 2
c) Integrand 1n dubla inegalitate de mai sus obtinem

—4749 < j; f? (x)dx+7-j_;l f(x)dx <—12, de unde se obine 28~j:21f (x)dxe[-52,-51] ............ 2p

4. Trei tractoare A, B si C ar ara un teren in 7 ore , ardnd impreund. Dupa ce au arat impreund
timp de 5 ore , se defecteaza tractorul C iar cele doua tractoare rdmase ar termina de arat restul
terenului in 4 ore. Dupa 2 ore de la defectarea tractorului C , tractorul B este folosit la o altd
lucrare , ramanand tractorul A care termina de arat terenul Tnca in 6 ore. In cate ore ar termina
de arat terenul fiecare dintre tractoarele A, B, si C daca ar ara singure ?

Solutie
Notam cu x, y, z numarul de ore necesare tractoarelor A, B, respectiv C pentru a ara terenul, lucrand

SIMEUIE  .eetteeeteeenutte et ee et e e e ettt e et ee e st e e eabe e e s bee ettt e et eesastee sabeeeabbeesateeeanteeeabeeeebbeeeabae e abeesabeeeenbeeenbaeanns Ip



N . 1 : U B .
Intr-o ora tractorul A ard — din suprafata terenului, tractorul B ara — din suprafata terenului iar
X

U .
tractorul C ard — din suprafata terenului
Z

7 Lelil]o
Xy z

Putem obtine ¢ 5 l+l+l +4 l+l
Xy z Xy

Rezulta x=42ore, y=2lore si z=14o0re

S e

5(l+l+lj+2(l+lj+§:1
X y Z Xy X



